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ЭВОЛЮЦИЯ И РАЗРУШЕНИЕ 
СТР'УЙНО-ВИХРЕВОГО СЛЕДА 
ЗА ПАССАЖИРСКИМ САМОЛЕТОМ 
Задача об эволюции струйно-вихревого следа за пассажир­
ским самолетом формулируется следующим образом: самолет 
с крылом большш·о удлинения и двигателями совершает по­
лет на высоте h со скоростью и00 в турбулентной атмосфере. 
За ним образуется струйно-вихревой след. Необходимо опреде­
лить структуру и время жизни следа. 
За простотой формулировки задачи скрываются многочис­
ленные физические процессы, которые происходят в следе. 
Струйно-вихревой след эволюционирует в неоднородной тур­
булентной атмосфере. Интенсивность и время его жизни в ос­
новном зависят от двух факторов - от самолета-генератора 
следа и состояния турбулентной атмосферы . Чем крупнее са­
молет, тем интенсивнее след за ним и больше время его жиз­
ни. Чем интенсивнее атмосферная турбулентность, тем быст­
рее затухает циркуляция следа и сокращается время его жизни. 
Кроме параметров атмосферной турбулентности на эволюцию 
следа влияют также параметры турбулентности, порожденной 
самим струйно-вихревым следом. Сильное изменение характе­
ристик следа за самолетом происходит при его взаимодействии 
с попадающим в него другим самолетом. 
Структура ближнего следа зависит от режима полета са­
молета. На посадочном режиме механизация крьmа отклоне­
на, и поэтому формируется многовихревая система. На крей-
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серском режиме полета образуется двухвихревая система. Из­
вестны экспериментальные и расчетные исследования эволю­
ции многовихревой системы. Вихри в 6:111жнем поле участвуют 
в двух физических процессах. Первый · - слияние одинаково 
закрученных вихрей . Второй -- потеря циркуляции каждого 
вихря из-за взаимодействия с противоположно закрученным 
вихрем . В результате этих двух процессов многовихревая си­
стема превращается в двухвихревую . Обычно многовихревая 
система превращается в двухвихревую на расстоянии пяти -
десяти размахов за крылом . 
На высотах , намного больших расстояния между двумя вих­
рями, вихри опускаются со временем вниз вместе с возд.Ухом 
в эллиптической капсуле . Известно, что суммарная циркуля­
ция вихрей уменьшается с тсчениеr-.-1 времени. Это происходит 
из-за взаимодействия вихрей разного знака. Благодаря турбу­
лентной диффузии имеет место эффект частичной "аннигиля­
ции" завихренности - завихренность противоположного знака 
проникает через границу вихря . Кроме того, жидкость внутри 
капсулы можно рассматривать как завихренную. Вне капсулы 
жидкость незавихрена. Нестационарные турбулентные возму­
щения выбрасывают часть завихренной жидкости из капсулы. 
Она подхватывается внешним потоком и уносится вверх. Та­
ким образом, вихри также теряют свою циркуляцию . Диффу­
зия - основной механизм потери циркуляции вихрей . На рис. 1 
схематически показано вихревое течение в системе координат, 
опускающейся вместе с вихрями. 
На высотах порядка расстояния межд_у вихрями начинается 
их сильное взаимодействие с завихренным пограничным слоем 
земной поверхности. По мере дальнейшего опускания вихрей 
происходят увеличение завихренности приземного погранично-
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го слоя, а затем отрыв пограничного слоя от земной поверхно­
сти . В случае слабого ветра отрывные течения образуются под 
обоими вихрями, а в случае достаточно сильного ветра возмо­
жен отрыв только под одним из вихрей. Взаимодействие вихря 
с отрывным образованием и завихренностью окружающей ат­
мосферы приводит к тому, что он перестает опускаться и, более 
того, наблюдается возрастание его высоты. Время жизни вих­
ревого следа и его гидродинамические характеристики зависят 
от профилей ветра и температуры в приземном слое земли, 
а также от интенсивности турбулентных пульсаций приземно­
го ветра. 
Рис. 1. Схематическое изображение вихревого течения 
в системе координат, опускающейся вместе с вихрями 
На характеристики вихревого следа в основном влияют тур­
булентная диффузия (скорости, завихренности, температуры 
и других параметров), а также развитие неустойчивости к воз­
мущениям различной частоты . Первое приводит к росту тур-
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булентного ядра и падению максимальной окружной скорости 
по мере удаления от самолета, последнее - к столкновению 
двух нротивоположно закрученных вихревых образований, по­
сле чего сле.ц,ует быстрое разрушение интенсивного следа, или 
к "взрывному'' разрушению вихрей . 
Интегральные характеристики турбулентности задаются 
двумя параметрами - среднеквадратичной скоростью пуль­
саций q и масштабом турбулентности L. Пусть Е( k )dk есть 
кинетическая энергия единицы массы жидкости, заключенная 
в пульсациях со значениями волнового числа k в заданном ин­
тервале dk. Для функции E(k) существуют различные эмпири­
ческие распределения по волновым числам. Одним из наиболее 
распространенных является распределение Кармана 
E(k) _ 55 2 L (aLk) 4 
- 277Г q (1 + (aLk)2)17/6' (1) 
где а - константа, равная 1.339. Малые волновые числа соот­
ветствуют крупномасштабным пульсациям. Здесь происходит 
накопление энергии. Затем в результате каскадного процес­
са энергия без диссипации передается от крупно.масштабных 
пульсаций к пульсациям меньших масштабов. Это происходит 
в так называемой инерционной области. Наконец, энергия дис­
сипирует, т. е. превращается в тепловую энергию на вязких мас­
штабах /1]. 
За развитие длиноволновой (синусоидальной) неустойчиво­
сти отвечают турбулентные возмущения с длиной волны .А по­
рядка десяти расстояний Ь между вихряt.-m . Искривляясь под 
действием турбулентных пульсаций, вихри начинают действо­
вать сами на себя. Кроме того, вихрь испытывает воздействие 
других искривленных вихрей. Чем больше искривление вих­
рей, тем больше и величины самоиндуцированных скоростей. 
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Таким образом, искривление вихрей растет со временем . В неко­
торый момент искривленные вихри сталкиваются, образуя вих­
ревые кольца. Даже при одино.ковых интегральных характе­
ристиках турбулентности, таких, как среднеквадратичная ско­
рость турбулентных пульсаций . масштаб турбулентности и спек­
тральная плотность энергии, распределение скорости по длине 
вихря будет зависеть от конкретного состояния турбулентной 
атмосферы. Для крупных самолетов Ь ~ 50 м. Волновое число 
возмущений k = 27Г / Л, в наибольшей степени влияющих на раз­
витие синусоидальной неустойчивости, порядка 0.01 м-1 . Мас­
штаб турбулентности, ответственный за диффузию вихревого 
следа, порядка расстояния между вихрями. Соответствующее 
k порядка 0.1 м- 1 . Таким образом, процессы развития сину­
соидальной неустойчивости и диффузии разнесены по волно­
вым числам. Это позволяет рассматривать их независимо друг 
от друга, учитывая лишь параметрическое влияние одного на 
другой. Оба процесса лежат в инерционном поддиапазоне вол­
новых чисел. 
Искривленные вихревые образования порождают неблаго­
приятные градиенты давления, в результате которых в вих­
рях возможно возникновение коротковолновой ("взрывной") не­
устойчивости. Отметим, что времена жизни следа, связанные 
с его разрушением в результате развития синусоидальной не­
устойчивости, сравнимы с временами жизни следов, разруша­
ющихся "взрывным" образом. Однако синусоидальная неустой­
чивость развивается в течение всего времени жизни следа, а ко­
ротковолновые возмущения становятся неустойчивыми только 
при возникновении неблагоприятных условий и нарастают до­
вольно быстро. 
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Расчет ,~,иффузии струйно-вихревого следа с помощью об­
щепринятых моделей замыкания уравнений Рейнольд<'а при­
водит к сильной диффузии в .ндрах вихрей [2J . Вместе с тем, 
существует модель /З], [4], которая специально разрабатыва­
лась для подобного типа задач на основе метода инвариантно­
го моделирования, развитого под руководством Дональдсона 
в Принстонском университете. 
Уравнения для расчета турбулентного течения в струйно­
вихревом следе были выведены в работе [ЗJ в предположении, 
что параметр Л, входящий в уравнения и отвечающий за ха­
рактерный размер крупных турбулентных вихрей , постоянен 
во всем поле течения. Данный пара.метр называется макромас­
штабом турбулентного течения. Его значение для вихревого 
следа приведено в работе [4]: 
Л = О.015Ь. (2) 
Попытки применения модели [З], /4] к расчету вихревого 
следа также привели к сильной диффузии течения в ядрах 
вихрей. Для устранения этого недостатка откажемся от посто­
янства Л во всем поле течения и будем считать его завися­
щим от характеристик поля продольной завихрепности. В та­
ком случае изменится система уравнений для расчета осред­
ненных функций турбулентного течения. В приближении Бус­
синеска система уравнений, описывающая течение в струйно­
вихревом следе в рамках первого приближения нестационарной 
аналогии, имеет вид 
(3) 
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Dw = ~Lw + ~ [д2 (Аq) - а2(Лq)] (д2'1j; - д2ф) -
Dt 2 4 ду2 дz2 дz2 ду2 
д2 (Аq) д2 ·lfi Aq g ат 
- дудz дудz + 4Лw - Т00 дz' (4) 
~; ~ О ЗЛ [ ( ~~) 2 + ( ~;) 2 + qЛq] + 
+ ~ [(ди) 2 + (ди)2 + 4 ( а2ф ) 2 + (д2Ф _ 82'Ф)2]-4 ду дz дудz дz2 ду2 
q2 Ag дТ 
- 8Л + О.ЗЛq - ЗТоо ду, (5) 
DT = ~LT Аqлт 
Dt 3 + 3 ' 
Лф=-w. 
(6) 
(7) 
Здесь х, у, z - движущаяся вместе с самолетом декартовая си­
стема координат, причем ось х направлена вдоль вектора ско­
рости набегающего потока, модуль которого равен и00 , ось у 
направлена вверх, t - время, и - осевая скорость, ф - функ­
ция тока поперечного течения, w - продольная компонента за­
вихренности, Т 00 - потенциальная температура невозмущен­
ной атмосферы в град.усах Кельвина, Т - отклонение потенци­
альной температуры от равновесного состояния, g - ускорение 
свободного шщения, операторы дифференцирования 
D д дфд дфд 
Dt = дt + дz ду - ду дz ' 
L - д(Л.q) ~ + д(Аq) ~ 
- ду ду дz дz' 
а2 а2 
Л = ду2 + дz2 · 
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Расчет по формулам (3) - (7) корректно проводить, начиная 
с некоторого сечения х = х", в котором продольная скорость 
слабо отличается от скорости набегающего 11отока , а темпера­
тура - от температуры окружающего воздуха. Согласно неста­
ционарной аналогии, решение системы уравнений для двумер­
ного нестационарного следа, полученное в момент времени t, 
эквивалентно решению для трехмерного стационарного следа 
в сечении х = u00t. 
Приведенная система уравнений не замкнута. Для ее замы­
кания необходимо определить параметр Л во всем поле тече­
ния. Величина Л играет роль эффективной турбулентной вяз­
кости. Чем больше Л, тем быстрее размываются неоднородно­
сти в полях завихренности, осевой скорости и температуры. 
Выше уже бьmо сделано предположение, что А зависит от за­
крутки потока. В ядрах вихрей даже наблюдается реламинари­
зация потока, т. е. резкое уменьшение турбулентной вязкости, 
следовательно, и величины Л . Задача состоит в том, чтобы по­
добрать значение этой величины в зависимости от распределе­
ния завихренности. 
В данной работе макромасштаб Л, который пропорциона­
лен масштабу турбулентности, в ядрах вихрей принят про­
порциональным расстоянию от центра вихря. Итак, пусть Л 
удовлетворяет соотношению (2) вдали от центра вихря и про­
порционален радиусу вблизи него. Для проведения численных 
расчетов построено композитное значение этой величины во 
всем поле течения. Для этого использовался модельный, близ­
кий к экспериментально наблюдаемому, профиль завихренно­
сти в ядре турбулентного вихря w(r) = ае-fЗт2 , где т - рассто­
яние от центра вихря, а и (З - размерные константы, отвечаю-
82 
щие за размер и интенсивность вихря. Решение для Л ищется 
в виде 
Л [ (w~ax - w2)2 ] 1/4 Ло = С4Л~(дw)2w~а.х + (w~a.x - w2)2 ' (3) 
где величина Ло определяется по формуле (2), Wmax мак-
сима.льное значение завихренности, С - заранt>е неизвестная 
безразмерная константа. Вдали от центров вихрей w2 « w~ax' 
поэтому Л ~ Ло. При r -t О имеем Л -t r/( ,/2С). Числен­
ное значение неизвестной константы определялось из сравне­
ния экспериментальных и расчетных данных: 
С=5. (9) 
Соотношения (8), (9) замыкают систему уравнений для тур­
булентного течения. 
Для начала расчета необходимо задать начальные условия. 
Поля завихренности, температуры, продольной скорости и ин­
тенсивности турбулентных пульсаций задаются из решения за­
дачи в ближнем следе . Кроме того, необходимо поставить гра­
ничные условия на внешней границе прямоугольной расчетной 
области для искомых функций. Вдали от поверхности земли 
возможны два варианта расчета. 
Первый вариант - эволюция вихрей при отсутствии завих­
ренного бокового ветра. В этом случае считается, что вне рас­
четной области и на ее левой, нижней и правой границах: за­
вихренность равна нулю. На этих же границах температура 
равна температуре окружающего воздуха, а продольная ско­
рость - скорости набегающего потока. На верхней границе ста­
вятся следующие граничные условия: дw/ду =О, дТ/ду =О 
и дq/ду =о. 
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Второй вариант - эво.1юция вихрей при наличии завих­
ренного бокового ветра. Бу;1ем считать, что ветер дует слева 
направо. Ра<.:<.;матривается в1 ~тер только постоянной завихрен­
ности . В этом случае считается, что вне расчетной области и на 
ее левой и нижней границах завихренность равна завихренно­
сти ветрового сдвигового слоя. На этих же границах темпера­
тура равна температуре окружающего воздуха, а продольная 
скорость - скорости набегающего потока. На правой границе 
ставятся граничные условия : дw/дz =О, ди/дz =О, дТ/дz =О 
и дq/дz =О, а на верхней границе - заданные дw/ду , ди/ду , 
дТ/ду и дq/ду , соответствующие невозмущенному потоку. 
Особо остановимся на граничных условиях для функции q. 
На левой, нижней и правой границах расчетной области в пер­
вом варианте и на левой и нижней границах расчетной области 
во втором варианте для функции q не?6ходимо задать не ее 
характерное значение qL , являющееся основным параметром, 
характеризующим интенсивность турбулентных возмущений , 
соответствующих масштабу L , а значение qл0 , соответствую­
щее интенсивности турбулентных пульсаций с масштабом Ло . 
Согласно [ l J, 
qло = (Ло) l/З 
qл L 
Граничное условие для функции тока определяется из со­
отношения 
ф(у , z) = -~ ;· w(y', z')ln ((у - у') 2 + (z - z')2) dS(y', z') , 
47r 
где dS - элемент площади поперечного сечения. 
На основе вышеприведенных уравнений и подходов был со­
здан комплекс программ JVWAKE расчета эволюции струйно­
ви.хревого следа. Уравнения для определения характеристик 
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неустойчивости следа в турбулентllой атмосфере были выведе­
ны в работе автора [5]. Время жи ·ши следа в программе рас­
считывается по этим уравнениям. 
Запись конечно-разностных урн внений осуществлялась с по­
мощью неявной схемы метода черРл,ующи:хся направлений вто­
рого порядка точности. Для верификации уравнений и про­
граммы расчета были проведены многочисленные сравнения 
расчетных и экспериментальных де1нных. Ниже приводятся не­
которые из них. 
Даже при одинаковых интегральных характеристиках тур­
булентной атмосферы ее локальные характеристики вдоль дли­
ны вихревого следа будут различными. В связи с этим су­
ществует две возможности расчета эволюции вихревого следа 
в турбулентной атмосфере. Первая связана с моделировани­
ем характеристик следа, помещенного в возмущенное наперед 
заданное состояние турбулентной атмосферы. Проведя множе­
ство таких расчетов при одинаковых интегральных характе­
ристиках турбулентности, но при различных ее локальных ха­
рактеристиках, можно получить средние характеристики следа 
и отклонения характеристик следа от среднего состояния. Вто­
рая возможность связана с непосредственным расчетом сред­
них характеристик следа. Пакет программ JVvVAKE построен 
на этой основе. При обоих подходах расчет может существен­
но отличаться от экспериментальных данных, так как послед­
ние могут также сильно отличаться от средних значений. Этот 
факт наглядно демонстрируют данные работы [6], в которой 
турбулентное течение рассчитывалось с помощью LES (Large 
Eddy Simulation). В ней было произведено два расчета харак­
теристик следа за самолетом В757. В первом - скорость дисси­
нации турбулентной энергии отличалась от экспериментально 
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измеренной 11 4.6 раза, а во втором - в 31.8 раза. При этом 
характеристики падения средней циркуляции по времени ока­
зались ближ1• к экспериментальным во втором случае. 
В работе /7] приведены результаты измерений профилн ско­
рости в следе за самолетом АЗ21, летящим на большой вы­
соте. Влияю1ем земли в этом случае можно пренебречь . На 
рис. 2 и 3 представлены измеренные и рассчитанные с помощью 
комплекса программ JVWAKE профили вертикальной скоро­
сти вдоль люши, проходящей через центры вихрей . В качестве 
начальных данных использовались результаты, рассчитанные 
с помощью панельной программы. Скорость набегающего по­
тока составляла 60 м/с. В летном эксперименте измерения про­
водились через t = 3, 9 и 9.5 с после пролета самолета. 
20 
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Рис. 2. Сравнение экспериментальных и расчетных данных 
в следе за самолетом А321 через 3 секунды после пролета 
самолета 
Точность расчета по программе JVWAKE проверялась с по­
мощью расчетов на разных сетках. Размер ячейки отличал­
ся в четыре раза . При этом шаг по времени также отличался 
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в четыре раза. Срнвненим результаты расчета с эксперимен­
тальными данными , приведенными в работе /8), в которой ис­
следовалось обтекюшя модели самолета АЗЗО в промышленной 
аэродинамической трубе. Модель была уменьшена в 22.5 раза 
по отношению к са~юлету. Это позволило определять характе­
ристики следа на удалении до 12 размахов крыла вниз по по­
току. Исслсдовалис1.> две модели. Первая имела горизонтальное 
оперение. При этоы работа двигателя моделировалась посред­
ством выдува струи из мотогондолы. Вторая модель не имела 
горизонтального оперения, и работа двигателя не моделирова­
лась. Экспериментально измеренные поля завихренности при­
ведены на рис. 4 для первой модели и на рис. 5 для второй 
модели в левых колонках. Рис. 4, а соответствует 2.5 размахам 
крыла вниз по потоку, рис. 4, Ь - 4 размахам, рис. 4, с - 6 
размахам. Рис. 5, а соответствует 1.94 размахам, рис. 5, Ь -
2.5 размахам, рис. 5, с - 4 размахам . 
[] Леn-1ыl 
20 эксперимент, 
t=9,5c 
д Леn-1ьй 
10 эксперимент, t=9c 
-Расчет. t=9.5c 
u 
~ о 
~ 0.5 7J(Ы2) 1.5 
-10 
-20 
Рис. 3. Сравнение экспериментальных и расчетных данных 
в следе за самолетом А321 через 9 и 9.5 секунд 
после пролета самолета 
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Рис. 6. Зависимость времени жизни следа для самолета В757 
от среднеквадратичной скорости турбулентных пульсаций 
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МОДЕЛЬ ДВУХФАЗНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 
В ПЛАСТАХ С ПРОНИЦАЕМОЙ ПОДОШВОЙ 
Введение 
Современные методы моделирования разработки нефтяных 
месторождений основаны на численном решении полных трех­
мерных уравнений подземной гидромеханики (1). Такой под­
ход требует больших затрат вычислительных ресурсов. Поэто­
му проблема построения упрощенных математических моде­
лей сохраняет актуальность. В настоящей статье предлагается 
упрощенная плоская модель, учитьmающая вертикальные по­
токи, обусловленные фильтрацией воды сквозь слабопроmща­
емую подошву. 
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